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RACHUNKI I LICZBY STAROZYTNYCH
GREKOW I RZYMIAN

I. WPROWADZENIE

Wynalezienie pisma i liczb to jedne z najwigkszych osiagni¢¢ ludz-
kosci. Nalezy oczywiScie pami¢tac, iz istnialy zaawansowane cywili-
zacje, jak chocby cywilizacja Inkéw, ktore nie znaly pisma, jednak
zwykle i one posiadly przynajmniej umiejgtno$¢ zapisywania liczb'.
Spostrzezenie to pokazuje, iz umiejetnoS¢ pisania nie jest tozsama
z umiejetnoscia prowadzenia pisanych rachunkéw pomimo, iz czgsto
jest za taka uznawana. Obie techniki wydaja si¢ w istocie by¢ od sie-
bie niezalezne i tylko stosunkowo p6Znemu wynalezieniu oznaczen
liczbowych w wigkszosci kultur przypisac nalezy to, iz jest tak bardzo
zintegrowane ze ,,zwykltym” pismem. Wynalezienie pisma przypisuje
si¢ powszechnie Fenicjanom, cho¢ dotyczy to w zasadzie jedynie sys-
temu alfabetycznego, jaki przejeli od nich starozytni Grecy i jakim,
ze zmianami, postugujemy si¢ dzi§. Samo pismo ma natomiast histo-
ri¢ znacznie starszg, ktOrej nie warto tu przytaczaé, jako ze byla
przedmiotem niezliczonych juz badan i publikacji’.

' Por. H. J. SPINDEN, Ancient Civilizations of Mexico and Central Mexico, Toron-
to 1999, s. 121.

2 Por. np. E. CouLMas, Blackwell Encyclopedia of Writing Systems, Oxford 1999,
s.556 i n.; S. R. FISHER, History of Writing, Suffolk 2004.
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Warto natomiast zauwazy¢, iz potrzeba wynalezienia zaréwno pi-
sma, jak tez i oznaczen liczbowych, zwigzana jest §cile z ogranicze-
niami ludzkiej pamieci. Doskonale rozumial to Platon, ktory
w swoich Dialogach wktada w usta Sokratesa stowa krytyki sztuki
pisania, obawiajac si¢, iz jej rozpowszechnienie spowoduje utrate
przez ludzi umiejetnoSci zapamietywania®. Istotnie, w kulturach,
w ktorych pismo bylo szerzej nieznane, wigkszo$¢ ludzi potrafita
zapamietywac niewyobrazalne dla nas iloSci informacji, takich jak
choéby cale poematy — cho¢ oczywiscie nie bez uzycia mnemotech-
niki‘. Uzasadnione moze by¢ zatem takze przypuszczenie, iz umie-
jetnoéci rachunkowe ludzi z tychze kultur, w szczegdlnosci za$
umiejetno$¢ liczenia w pamigci, byly nieporéwnywalnie bardziej
rozwinigte niz ludzi wspodlczesnych.

Oczywiscie zapisywanie liczb rzadko bywalo celem samym w so-
bie, a stuzyto gléwnie badz to celom archiwalnym, badzZ tez byto po-
mocg w obliczeniach. Do tego drugiego celu stworzono wiele me-
tod i narzegdzi, ktore nie tylko utatwialy sam proces obliczeniowy,
ale takze mogly stuzy¢ jako podreczna forma ,,pamieci”, szczegdl-
nie istotna dla os6b niepiSmiennych.

I1. LICZENIE NA PALCACH

Jak fatwo si¢ domysle¢, najstarszym przyrzadem obliczeniowym
byta ludzka dlof, instrument, ktéry kazdy z nas posiada zawsze
przy sobie. Prosty sposob liczenia na palcach — taki, w ktérym kazdy
palec odpowiada jednostce — jest jednak bardzo ograniczony, po-
zwala bowiem jedynie na przeprowadzenie operacji dodawania
i odejmowania w zakresie 10-ciu — chyba, ze uzyjemy takze palcow
stop. Jesli zatem zachodzi potrzeba przedstawienia przy uzyciu pal-
codw wigkszych liczb, nalezy postuzy¢ si¢ bardziej skomplikowanym
systemem.

* Por. Plat., Pheidr. 274b-278b.

* Por. E. MINCHIN, Homer and the Resources of Memory: Some Applications of
Cognitive Theory to the lliad and the Odyssey, Oxford 2001.
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Wzmianki $wiadczace o istnieniu takiego systemu odnalez¢é moz-
na w dzietach zaréwno autoréw greckich jak i rzymskich’. Mozna
przypuszczad, iz powszechny system reprezentacji liczb przy uzyciu
palcow mogt by¢ instrumentem niezwykle przydatnym w handlu,
pozwalal bowiem prowadzi¢ negocjacje handlowe nawet osobom
nieznajacym wspOlnego jezyka. Niestety, brak Zrodet, ktére pozwa-
lalyby stwierdzi¢, jak wygladalo ulozenie palcoéw stuzace do repre-
zentacji poszczegblnych liczb. Jest to o tyle zrozumiale, iz wigk-
szo$¢ autorow traktuje znajomos¢ tego systemu jako co$§ oczywiste-
go. Na przyktad w jednej z satyr Juwenalisa® odnajdujemy nastepu-
jace zdanie:

Szczesliwy [Nestor], ktory setke przekroczywszy liczy juz swoje la-
ta na prawej rece’.

W pismach méwcy rzymskiego Kwintyliana® umiej¢tnosc liczenia
na palcach traktowana jest jako rzecz oczywista. Niestety, i tutaj nie
znajdujemy zadnych informacji pozwalajacych okresli¢ jakie gesty
nalezato wykonac.

Nieco bardziej doktadny opis zawdzigczamy Swigtemu Hieroni-
mowi. W adversus Jovinianum pisze on’:

Dziewictwo jest tym dla malzeristwa czym owoc jest dla drzewa,
lub tez nasienie dla klosu. Pomimo ze sto, szesc¢dziesigt
i trzydziesci pochodzq z tej samej ziemi i z tego samego sie-
wu, jest wielka roznica w odniesieniu do liczby. Trzydziesci
oznacza matzeristwo. Juz sam sposob, w jaki palce sg polg-
czone — spojrz jak wydajg si¢ obejmowac, czule catowac

SPor. M. WILLIAMS, History of Computing Technology, Los Alamitos 1997, s. 48.

¢ Por. Iuv., sat. 10,245: ... qui tot per saecula mortem | Distulit atque suos iam dex-
tra computat annos ...

7 Wszystkie ttumaczenia tekstéw P. G.

# Quint., inst. orat. 11,3,86. Por tez J. RICHARDSON, Digital Reckoning among the
Ancients, «American Mathematical Monthly» 23 (1916), s. 7-13.

® Hieron., adv. Jov. 1,4.
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i przysiegac wiernoSc¢ — obraz meza i Zony. Szescdziesigt od-
nosi si¢ do wdow, poniewaz znajdujg sie one w sytuacji trud-
nej i nieszczesliwej. Stqd gorny palec oznacza ich przygnebie-
nie, zas im wigksza trudnos¢ w wyrzekaniu si¢ przyjemnosci
kiedys odczuwanych, tym wigksza nagroda. Wreszcie (stu-
chaj uwaznie, czytelniku) aby pokazac sto, uzywana jest pra-
wa reka zamiast lewej: kotko jest tworzone przez te same
palce, ktore na prawej rece oznaczaly wdowieristwo i tym sa-
mym przedstawiona zostaje korona dziewictwa.

Brak dokfadnych opisow owego systemu nie pozwala oczywiScie
na twierdzenie, iz pozostawal on taki od czaséw starozytnych az do
Sredniowiecza. Niemniej jednak jest to wysoce prawdopodobne.
Jedno z pierwszych przedstawien ukiadu palcow do pokazywania
liczb znajdziemy w traktacie dotyczacym obliczen dat waznych
Swiat chrzeScijanskich, De temporum ratione, spisanym okoto 725
roku przez angielskiego mnicha Bede". Uktad ten jest praktycznie
identyczny z tym, ktdry zostat przedstawiony w wydanym w Wenecji
w 1494 podreczniku arytmetyki Paciollego (znanego szerzej giow-
nie z wynalezienia podwdjnego ksiggowania), Suma de Arithmetica
Geometria". Co ciekawe, uktady dla pojedynczych liczb sg takie sa-
me, jak te uwidocznione na zetonach oddawanych podatnikom
przez rzymskich poborcow podatkowych w I wieku n.e.

Wydaje si¢ takze, iz system ten rozpowszechniony byt zaréwno
w Owczesnym $§wiecie chrze$cijanskim, jak i arabskim. We wczesno-
Sredniowiecznych tekstach arabskich odnalezé mozna wiele zagad-
kowych zdan, zawierajacych liczby, ktdre staja si¢ zrozumiale do-
piero po ,,podstawieniu” w miejsce tych liczb symboli odpowiadaja-
cych opisanym powyzej ukladom palcéw, lub tez wprost odnosza-
cych si¢ do owych uktadéw palcéw. Dobrym przyktadem jest tu je-

" Por. BEDA VENERABILIS, De temporum ratione, Capitulum I, De computo vel
loquela digitorum, [w:] C. JONES, Venerabilis Bedae, Opera Didascalica, Turnholti
1975.

" Por. M. WILLIAMS, op. cit., s. 49.
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den z poematéw Anwariego'” opiewajacy madro$¢ wezyra Nizama
al-Muk stowami:

Zginales palce lewej dioni w wieku, gdy dzieci ssq [jeszcze] duzy
palec.

Innymi stowy, wezyr 6w potrafil juz w dziecifistwie liczy¢ powyzej
100. Niesp6jnos¢ z przytoczonym powyzej tekstem Sw. Hieronima
wynika zas$ z tego, iz system stosowany na bliskim wschodzie byt lu-
strzanym odbiciem tego, bedacego w uzyciu w Europie. O ile w kra-
jach chrzescijanskich rozpoczynano liczenie od lewej reki, to
w Swiecie arabskim — od prawe;.

System 0w, rozprzestrzeniony zapewne wsrdd czgsto kontaktuja-
cych si¢ ze soba narodéw Europy i Bliskiego Wschodu, nie byt zna-
ny w krajach azjatyckich. Stosowany tam sposob liczenia na pal-
cach, spotykany jeszcze i dzisiaj migdzy innymi w Chinach i In-
diach, wymagat uzycia dwoch dioni. Palcami jednej z nich dotykano
zgie¢ drugiej, ktorym przypisano odpowiednie wartosci liczbowe,
przy czym — podobnie jak to ma miejsce w klasycznym zapisie pozy-
cyjnym — kazdy palec posiadat inna ,,wage”. W ten sposoéb mozliwe
bylo przedstawienie liczb az do 9999 (lub wiecej, gdy postuzy¢ si¢
takze kciukiem)".

Konczac rozwazania dotyczace liczenia na palcach, warto nadmie-
ni¢, iz stanowily one nie tylko ,,przyrzad” stuzacy komunikowaniu
wartodci liczbowych w sposob niewerbalny. Pozwalajac utrwali¢, choc-
by tylko na chwile, liczbe, utatwialy obliczenia. Co wigcej — poniewaz
az do czaséw nowozytnych umiejgtno$¢ wykonywania dzialan arytme-
tycznych innych niz dodawanie (w szczegdlnosci umiejetno$¢ mnoze-
nia) nie byta rozpowszechniona, totez znane byly rézne metody za-
przggniecia palcow do ulatwienia przeprowadzenia tej czynnoSci.
Wigkszo$¢ z nich zaktada, iz osobie liczacej znana jest tabliczka mno-
zenia do 25-ciu (tj. do wartosci 5 zaréwno mnoznika jak i mnozne;j).

"2Por. G. IFrRAH, Dzieje liczby czyli historia wielkiego wynalazku, ttum. S. HART-
MAN, Wroctaw 1990, s. 70.
" Por. M. WILLIAMS, op. cit., s. 53.
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III. ABAK I LICZYDLA

Gwaltowne rozpowszechnienie elektronicznych przyrzadéw obli-
czeniowych spowodowalo, iz liczydta s3 obecnie przedmiotem niemal-
ze zapomnianym. Podobnie jak to miato miejsce w przypadku innego,
powszechnie uzywanego przyrzadu obliczeniowego, suwaka logaryt-
micznego, stracily racj¢ bytu w niezwykle krotkim czasie. Jeszcze w la-
tach osiemdziesiatych ubiegtego wieku mozna byto spotkac je w uzyciu
w krajach wschodnioeuropejskich, szczegélnie za§ w Owczesnym
Zwiazku Radzieckim. Nauka postugiwania si¢ liczydtami byla elemen-
tem programu pierwszych klas szkoly podstawowej w Polsce. Dzi§ za$
wiekszo$ci miodych osob stowo ,liczydlo” nie kojarzy si¢ z zadnym
przedmiotem codziennego uzytku, podczas gdy jeszcze ich dziadkowie
postugiwali si¢ nim dla przeprowadzenia codziennych rachunkow.

O ile jednak kariera suwaka logarytmicznego byta stosunkowo
krotka", o tyle liczydto, wraz z jego bezpoSrednim przodkiem —
abakiem (opisanym ponizej) pozostaje najdtuzej wykorzystywanym
instrumentem stuzacym do liczenia w historii. Poczatkéw uzywania
abaku nie daje si¢ obecnie juz przesledzi¢, wiadomo, iz w starozyt-
nej Grecji byt przedmiotem codziennego uzytku. Co wiecej, podob-
nie jak to mialo miejsce z opisang powyzej technika liczenia na pal-
cach, abak najprawdopodobniej traktowany byl jako przedmiot na
tyle ,,oczywisty”, ze do dzisiejszych czasow zachowalo si¢ niezwykle
malo przekazoéw, pozwalajacych zrekonstruowac jego wyglad i spo-
sob uzycia. W Zrdédlach pisanych odnajdujemy jedynie lakoniczne
stwierdzenia, potwierdzajace wykorzystanie abakéw w dokonywa-
niu obliczen. Dla przyktadu w mowach Demostenesa” odnalez¢
mozna wzmianke o potrzebie wykorzystania kamyczkow', do prze-

" Pierwszy opublikowany opis suwaka logarytmicznego zawarty jest on w wyda-
nej w 1630 roku ksigzce Grammelogia, autorstwa Richarda Delamain’a; por. takze
K. HiLL, ‘Juglers or Schollers?’: negotiating the role of a mathematical practitioner,
«The British Journal for the History of Science» 31 (1998), s. 253.

“Dem., pro cor. 227.

' Por. M. WILLIAMS, op. cit., s. 55.
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prowadzenia tych obliczen, ktore sg zbyt skomplikowane, by mozna
byto je wykona¢ w pamieci. Herodot" piszac z kolei o Egipcja-
nach'® zauwaza, iz w odréznieniu od Grekéw pisza i rachuja przy
uzyciu malych kamieni od prawej do lewej strony, nie za$ od lewej
do prawej. Przedstawienia os6b dokonujacych obliczen przy uzyciu
abaku odnalez¢ mozna réwniez na greckich wazach. Sa to jednak
rysunki zbyt male i niedokladne (jak na przykiad przedstawienie
rachmistrza na ,,wazie Dariusza”") by mozna byto na ich podstawie
okresli¢ szczegbdlowy sposdb wykorzystania tego przyrzadu.

Fig. 1 Rozwinigcie rysunku z wazy Dariusza, mezczyzna dokonujgcy ra-
chunkow widoczny jest w ostatnim, dolnym rzedzie®.

O ile jednak sposob uzywania abaku pozostaje w sferze domy-
stéw, to juz nie ma watpliwosci co do samego jego wygladu, a to za
sprawg znalezisk archeologicznych. Jednym z najstarszych odnale-

'"Herod. 2,36.
" Por. T. HEATH, History of Greek Mathematics, Oxford 1921, s. 48.
" Por. D. E. SMITH, History of Mathematics, New York 1958, s. 161.

® Rycina za http://www.iranian.com/Pictory/2004/July/war.html, stan na 1 listopa-
da 2005.
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zionych abakoéw, jest tzw. ,tablica z Salaminy”, odnaleziona w 1899
roku na greckiej wyspie Salaminie®. Byla ona uzywana najprawdo-
podobniej w jakiej$ instytucji publicznej, z racji swoich duzych roz-
miardw, dla ktorych zreszta poczatkowo uwazana byla za plansze
do gry nie za$ przyrzad rachunkowy.
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Fig. 2 Wyglad tablicy z Salaminy®

Jej wyglad odpowiada do$¢ dobrze przedstawieniom abaka
z pdzniejszych juz, Sredniowiecznych traktatow. Mozna zatem zato-
zy¢, iz sposdb uzycia byl podobny do tego, ktéry opisano np.
w ksigzce Roberta Recorde, ktorej pierwsze wydanie pochodzi
z 1542 r.”?, za$ ktora drukowana bez praktycznie zadnych zmian
1 wykorzystywana w nauczaniu byla az do XVIII wieku. Pokazuje

' Por. S. CuOMO, Ancient Mathematics, Routledge 2001, s. 11 i n.

2 Rycina za www.ee.ryerson.ca:8080/~elflabacus/history.html, stan na 1 listopada
2005.

2 R. RECORDE, The Grounde of Artes, teachings the Worke and Practise, of Arith-
meticke, both in whole numbers and fractions, London 1542.
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to, ze abak byl juz w tym okresie przyrzadem ,,ustandaryzowanym”,
ktorego wyglad i sposdb uzycia praktycznie si¢ nie zmieniat.

Abak jest rozwinigciem najbardziej prymitywnej techniki licze-
nia, polegajacej na usypywania kupek kamieni (czy tez innych
przedmiotow takich jak muszelki, Zetony itp.) rownolicznych do
przeliczanego zbioru. Technika ta, cho¢ uzywana od wiekéw, cho¢-
by do przeliczania liczby wojska, ktdre polegto w bitwach (Ifrah ja-
ko przyktad podaje chocby poczatek filmu Iwan GroZny w rezyserii
Eisensteina®) jest oczywiScie zbyt prymitywna do prowadzenia
efektywnych obliczeni na wigkszych liczbach. Abak rozwiazuje ten
problem bgdac instrumentem pozycyjnym - kamien umieszczony
na plycie abaku ma r6zng ,,warto$¢” liczbowa w zaleznosci od miej-
sca w ktorym zostal polozony. Do tego odnosza si¢ stowa Polibiu-
sza”, ktOry pisal:

Ci, ktorzy zZyjg na dworach krolewskich, sq jak zetony na tablicz-
ce do rachowania. Wola rachmistrza decyduje o tym, czy be-
dg mialy wartos¢ jednego chalkosa, czy tez jednego talentu.

Tablica abaku zawiera kilka poziomych linii, wyznaczajacych
miejsca, na ktorych umieszczaé nalezy zetony. Najnizsza linia jest
linig jednostek, zetony umieszczone na kazdej kolejnej maja war-
tos¢ dziesigciokrotnie wigksza od tych na linii znajdujacej si¢ poni-
zej. Zetony mozna kias¢ takze pomiedzy liniami — majg wtedy war-
to$¢ pieciokrotnie wigkszg od tych, umieszczonych na sgsiadujace;j
dolnej linii. Na kazdej linii moze znajdowac si¢ nie wigcej niz czte-
ry zetony, i nie wi¢cej niz jeden pomig¢dzy liniami — gdy tylko poja-
wila si¢ potrzeba dofozenia pigtego zetonu na lini¢, wszystkie znaj-
dujace si¢ na niej zetony usuwano i zastgpowano jednym, potozo-
nym w pustym miejscu powyzej, analogicznie postgpowano w przy-
padku dokfadania drugiego zetonu w przestrzeni pomiedzy linia-
mi. Jak wida¢ w ten sposob bardzo prosto mozna byto przeprowa-
dzi¢ dodawanie dwoch liczb, odejmowanie byto nieco bardziej

* Por. G. IFRAH, op. cit,, s. 87.
» Polyb. 5,26. Por. tez T. HEATH, History of Greek Mathematics, cit., s. 48.
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utrudnione, lecz wcigz znacznie wygodniejsze niz dokonywane
w pamieci. Operacje mnozenia i dzielenia s juz znacznie bardziej
skomplikowane i wymagaja zastosowania technik podziatu na p6t
i podwojenia liczb.
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Fig 3. Wyglad tablicy abaku przedstawiajgcej liczbe 287452.

Samo stowo zeton ktorym tu si¢ posiuzono jest zapozyczeniem
z francuskiego stowa jeton, ktérego etymologie wywies¢ mozna od
czasownika jeter, rzuca¢. Wprawny rachmistrz (w jezyku tacifiskim
calculator) umieszczal zetony na powierzchni abaku wyrzucajac je
z re¢ki, co przyspieszalo obliczenia. Wyglad samych zetondw jest do-
brze znany, wykonywane zwykle z metalu przetrwaly w duzej iloSci
do czasow wspolczesnych. Nie bez znaczenia jest tu fakt, iz zwykle
osoba postugujaca si¢ abakiem miala przynajmniej jeden zestaw ta-
kich zetonéw, liczba zetonéw bedacych ,w obiegu” mogta tatwo
réwnac si¢ liczbie monet. Gdy wziag¢ dodatkowo pod uwage rozpo-
wszechniony w §redniowiecznej Europie zwyczaj obdarowywania
0sOb wyksztalconych nowym zestawem zetonow z okazji rozpocze-
cia nowego roku, fatwo zrozumie¢ opisane przez Williamsa®* doko-

* M. WILLIAMS, op. cit., s. 53.
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nanie Barnarda, ktory piszac dzielo The Casting Counter and the
Counting Board osobiscie pono¢ obejrzal ponad sto tysigecy réznych
zetonow.

Abak pozostawil wiele trwatych §ladéw w jezykach europej-
skich. Przede wszystkim same angielskie stowa calculus i calculate,
czy tez polskie kalkulowac zdaja si¢ pochodzi¢ od tacinskiego cal-
culus oznaczajacego maly kamyczek — wiasnie taki, jaki uzywany
byt jako zeton w liczeniu na abaku. Z kolei pochodzenie angiel-
skiego slowa counter (lada sklepowa) mozna wywies¢ z tego, iz
uzywany byl on nie tylko jako miejsce, na ktérym wyktadano
sprzedawane towary, ale takze w charakterze abaku, dokonujac na
nim obliczenia naleznej zaptaty. Wreszcie, wspomnianemu powy-
zej sposobowi rzucania zetondw na powierzchni¢ abaku zawdzie-
czamy angielskie wyrazenia cast a horoscope, cast a spell czy tez
wreszcie cast up an account.

Samo stowo abak najczgSciej wigzane jest z semickim stowem
abaq oznaczajacym kurz. Mozna przypuszczac, iz rozwini¢ta forma
abaku, w postaci marmurowej lub drewniane;j tabliczki z wyrytymi
liniami, jest ulepszeniem kawatka stotu, ktéry posypywano pia-
skiem, by rysowa¢ w nim linie i oznacza¢ liczby przy uzyciu malych
kamieni. Stowo abaq przyjeto w jezyku greckim forme¢ abax «wpis
po grecku» oznaczajaca juz (w jednym ze znaczen) plyte pokryta
piaskiem, w facinie za$ przeksztalcone zostalo w abacus.

Nowoczesnag — jesli mozna uzy¢ tu tego okreslenia — postacia
abaku s3 liczydta, majace te przewage nad marmurowa nawet ply-
ta, iz przypadkowe ich potracenie nie powoduje zniszczenia zapisu,
za$§ poniewaz zetony przymocowane sg na stale do liczydia, potrze-
ba znacznie mniejszej wprawy w szybkim ich ustawianiu na odpo-
wiednich pozycjach. Instrument, ktéry mozna nazwac protoplasta
liczydel, byl z pewnoscia uzywany w starozytnym Rzymie”, jako
swego rodzaju kieszonkowy abak, wydaje si¢ jednak, iz nigdy nie
zdobyt wielkiej popularnosci.

7 Por. D. SMELTZER, Man and number, Mineola 2003, s. 66.
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-
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Fig 4. Rekonstrukcja rzymskiego abaku kz:heszl(‘);we_go zRGZ useum w Ma-
inz, wg oryginalu przechowywanego w Bibliothéque nationale de France w Paryzu®

IV. GRECKIE LICZBY

Systemy zapisu liczb mozna zgrubsza podzieli¢ na te, w ktoérych
stosowane jest oznaczenie addytywne (bgdace wynikiem sumy
sktadnikéw) i te, w ktdrych zastosowanie ma oznaczenie pozycyjne.
W pierwszym znaki pisarskie przedstawiajace cyfry systemu posia-
daja ustalong warto$¢ liczbowa, ktora nie zalezy od ich polozenia
w ramach pojedynczej cyfry, natomiast w drugim pozycja moze mo-
dyfikowaé warto$¢ pojedynczego znaku.

Oznaczenie addytywne uzywane bylo przez starozytnych Gre-
kéw, skad pewne elementy systemu zostaly zapozyczone przez Rzy-
mian. Niestety, nie zachowaly si¢ praktycznie zadne dokumenty,
ktore pozwalalyby odtworzy¢ szczegoly metod rachunkowych sto-
sowanych przez Grekdw. Powtarza si¢ tu zndw sytuacja, wzmianko-
wana juz przy opisie abaku — autorzy starozytni opisujacy greckie

* Rycina za http:/[en.wikipedia.org/wiki/Image:RomanAbacusRecon.jpg, stan z 1
listopada 2005, licencja GFDL.
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osiagniecia matematyczne skupiali si¢ na bardziej zaawansowanych
problemach zwigzanych z teorig liczb i geometrig, pomijajac, oczy-
wiste i banalne dla nich, kwestie prostego rachunku. Sytuacje po-
garsza tu dodatkowo fakt, iz w uzyciu byly dwa systemy oznaczen?,
z ktorych to jeden, to drugi zyskiwal popularno$¢ na obszarze p6t-
wyspu. Pierwszy, zwany attyckim lub herodiafskim (najwczesniej-
szy jego opis znajdujemy w manuskrypcie de notis numerorum® da-
towanym na II n.e., przypisywanym gramatykowi Aeliusowi Hero-
dianusowi®), jest modyfikacja systemu mykenskiego, ktory byt sys-
temem addytywnym o bazie 10*. Grecy dodali do znakéw myken-
skich dodatkowe oznaczenia nie odpowiadajace potggom 10, mia-
nowicie 5 oraz 50, 500, 5000 i 50000, ktére powstaly poprzez pota-
czenie znaku pigtki z odpowiednim znakiem mnoznika. Pewne
wzmianki dotyczace znaczenia liczby pigé, jak np. uzycie jej w dzie-
tach Homera® w znaczeniu , liczy¢”, oznaczaé moze, iz powyzsza
modyfikacja mogta by¢ wynikiem adaptacji jakiego$ starszego jesz-
cze systemu oznaczenia liczbowego, opartego wiasnie o bazg¢ pigc.

Znaki podstawowe to:

I I"lub II A H X M
1 5 10 100 1000 10000

Warto zauwazy¢, iz znaki te odpowiadaja pierwszym literom
greckich nazw odpowiednich liczebnikéw dla 1, 5, 10, 100, 1000,
10000. I tak znak oznaczajacy 1 (I) to pierwsza litera stowa jota;
znak oznaczajacy S (I' — dawna forma litery Pi lub IT) to pierwsza li-
tera stowa penta; znak oznaczajacy dziesig¢ (A) to pierwsza litera

® Por. T. HEATH, A Manual of Greek Mathematics, Mineola 2003, s. 14.

» Por. Appendix ad Stephani, [w:] Thesaurus Lingua Graecae, V11, ed. E. Di-
DOT, szp. 345 in.

* Por. H. SCHULTZ, s. v. Herodianus 4, «<RE» 5.1 (1913), szp. 972; M. WILLIAMS,
op. cit., s. 27.

2 Por. G. IFRAH, op. cit., s. 138.

* Por. np. Hom,, II. 8,374; 10,317; 18,481, 23,833.
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stowa deca, itd. Aby zapisujac wieksze liczby nie powtarzaé zbyt
wiele razy pojedynczych znakdw tworzono dodatkowe znaki dla 50,
500, 5000 i 50000 poprzez potaczenie znaku oznaczajacego 5 (czyli
I') i odpowiedniego znaku podstawowego (a mianowicie A, H, X,
M) - wpisujac ten drugi ,,pod daszkiem” litery I". W ten sposob do-
wolna liczba, nie wigksza niz 50000, zawiera w tym systemie nie
wigcej niz cztery powtorzenia kazdego ze znakow.

Przyktad taczenia znakow:

[B1 5x10 = 50 PI | s5x1000=5000

System herodianski wynaleziony zostal najprawdopodobnie;j
w Atenach i stad tez najwigksza popularnoscia wsrdd innych
pafnstw-miast polwyspu cieszyl si¢ w czasach najwigkszej potegi
ateniskiej. Drugi z systemdw, ktory okresli¢ mozna mianem alfabe-
tycznego, pojawil si¢ na obszarze Azji Mniejszej okoto VIII w. p.n.e.
i stamtad stopniowo rozprzestrzenil si¢ na obszar catego poiwyspu,
wypierajac system herodianski z uzycia okoto I wieku. W systemie
tym, takze addytywnym, poszczegdlnym literom alfabetu greckiego
przypisano wartosci liczbowe.

A =1 I =10 P = 100
B = 2 K = 20 T = 200
r=3 A = 30 T = 300
A =4 M = 40 T = 400
E=5 N = 50 ® = 500
¢ =6 = = 60 X = 600
Z =7 0 =70 v = 700
H=8 n= 80 Q = 800
©=09 ¢ = 90 7 = 900

Fig. 5. Wartosci liczbowe liter alfabetu greckiego™

¥ Por. H. L. RESNIKOFF, R. O. WELLS, Mathematics in Civilization, Mineola
1985, s. 24; M. WILLIAMS, op. cit., s. 16; M. AUERBACH, M. GOLAS, Gramatyka grec-
ka, oprac. J. REZLER, Warszawa 2000, s. 110 i n.



[15] RACHUNKI I LICZBY STAROZYTNYCH GREKOW I RZYMIAN 79

System afabetyczny pozwalat zapisywac liczby przy wykorzysta-
niu znacznie mniejszej liczby znakow, co najprawdopodobniej byto
jednym z powodow jego popularnosci. Pozwalal bowiem na
umieszczenie liczb na monetach®, na ktorych zapis heriodianski po
prostu si¢ nie miescil. Pierwszymi oficjalnymi przedmiotami, na
ktérych widnieje liczba zapisana w tym systemie, a ktore zachowaly
si¢ po dzi$ sa zreszta monety Ptolomeusza II*.

Oszczedno$¢ zapisu wigzala si¢ jednak z bardzo duza ucigzliwo-
Scig w prowadzeniu rachunkéw. System alfabetyczny wymagat bo-
wiem zapamig¢tania znaczenia znacznie wigkszej liczby znakow
i wiekszej liczby kombinacji tych znakdw niz herodianski. Jest za-
tem bardzo prawdopodobne, iz w codzienne]j praktyce handlowe;j
byt wspomagany jakim$ innym systemem liczbowym, dopiero za$
ostateczne wyniki obliczeni zapisywano w oznaczeniu alfabetycz-
nym, lub tez w niektérych wypadkach w ogéle z niej rezygnowano.
Dobrym przyktadem moze by¢ tu Almagest Ptolomeusza, dzieto
greckie, w ktorym uzywany jest babilonski system o bazie 60 - za-
pewne dlatego, iz Ptolemeusz postugiwat si¢ nim na co dzief.

V. RZYMSKIE LICZBY

Rzymskie oznaczenie liczb, w swojej pierwotnej formie (przed
wprowadzeniem znakow IV na oznaczenie liczby 4 i IX dla 9) jest
wladnie systemem addytywnym, o bazie réwnej 5. Zaznaczy¢ tu
warto, iz pomimo, iz cyfry rzymskie maja obecnie forme¢ tozsama
z wielkimi literami alfabetu facinskiego (I, V, X, L, C, D, M), to
jednak ich rodowdd jest zupetnie odmienny i wywodzi si¢ od ozna-
czenia etruskiego®.

Systemy addytywne, takie jak oznaczenie rzymskie, uwazane sa
zwykle za bardziej prymitywne od pozycyjnych i szczeg6lnie ucigzli-

* Por. O. MORKHOLM, Early Hellenistic Coinage from the Accession of Alexander
to the Peace of Apamea, Cambridge 1991, s. 143.

* Np. tetradrachma Ptolomeusza II z 253 r p.n.e., Svoronos 830, SNGCop. 458.
7 Por. G. IFRAH, op. cit., s. 140 i n.
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we w rachunkach. Pomimo to proste obliczenia mozna przy ich wy-
korzystaniu wykona¢ do$¢ sprawnie, postugujac si¢ jedynie kartka
papieru. Szczegodlnie prosta operacja jest dodawanie, ktore wymaga
jedynie zebrania symboli pochodzacych z obu dodawanych liczb i ew.
dokonanie zamiany tych, ktorych liczba przekracza baze systemu.

Przyklad dodawania dwdch liczb w oznaczeniu rzymskim:
2417 = MM CCCC X VII

+676 = D CLXX VI

3093 = MMDCCCCCLXXXVVIII = MMMLXXXXIII

Mnozenie i dzielenie jest oczywiScie operacja nieco trudniejsza
i wymaga zastosowania podwajania (w przypadku mnozenia) lub
tez przepofawiania (dla dzielenia).

Przyklad mnozenia w systemie rzymskim:
25x13 = XXV x XIII = 325

XXVxI=XXV
XXVxI=XXV
XXVxI=XXV
XXVxX =CCL

CCLXXXXXXVVV = CCLLXXV = CCCXXV

Dopiero wprowadzenie wspomnianych juz elementéw odejmo-
wania do reprezentacji liczb (takich jak oznaczenie IV=V-I) powo-
duje, iz operacje arytmetyczne staja si¢ bardzo ucigzliwe. Ten sys-
tem oznaczen jest jednak wynalazkiem stosunkowo p6Znym, pierw-
sze przyktady jego wykorzystania pochodza dopiero z ok. 130 n.e.,
a prawdziwg popularno$¢ uzyskat dopiero w XVII wieku, gdy liczby
rzymskie stracily juz praktyczne znaczenie.

VI. ZAKONCZENIE
Oznaczenie liczbowe, ktorym si¢ postugujemy obecnie jest na ty-

le wygodne, iz latwo zapominamy, ze jest wynalazkiem, z ktdrego
dobrodziejstw korzysta¢ mozemy dopiero od niedawna. Jego do-
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stepno$¢ — i powszechna znajomo$¢ — ma niebagatelny wplyw na
rozw0j nauki, a takze kultury. To, iz nie byl znany Grekom czy Rzy-
mianom, a zatem, ze wykonywanie prostych nawet dla nas rachun-
kéw mogto by¢ czynnoscia uciazliwg i czasochtonna, mialo z pew-
noScig niemafe kulturowe znaczenie.

ANCIENT GREEK AND ROMAN NUMERICAL NOTATION
AND COUNTING AIDS

Summary

The abilities to count and write down numbers are usually regarded as
trivial, while in fact these skills are early technologies that significantly
influenced the development of science, trade, culture and law. The lack of
understanding of the way in which numerical information was conveyed
among people and the ways in which daily computations — such as taxes,
livestock accounts, prices etc. — were carried out, might lead to improper
reasoning about the culture itself. It is, therefore, useful to know the basics
of ,daily” mathematics used by Greeks and Romans while studying — for
example — Roman law.

In this paper some basic information regarding the numerical notation
used in ancient Greece and Rome is presented. This includes Roman
numerals with examples of mathematical operations performed with their
aid and two Greek numerical systems, namely herodianic and attic. Early
aids to computation are also discussed, including finger reckoning and the
abacus.



